
2025年 概率统计与随机过程（智） 参考答案

一，选择题

1.下列属于假命题的是：

A. 
B. 
C. 
D. 

答案

D

解析

A项：条件与结论均等价于 ，为真。

B项：条件与结论均等价于 ，为真。

C项：条件与结论均等价于 ，为真。

D项：条件等价于 ，结论等价于 ，两者不等价，为假。

2.  符合  的泊松分布，则

A. 
B. 
C. 
D. 

答案

B

解析

1. 求单个变量的均值与方差：
因 ，故：

P (A∣B) = P (A) ⟶ P (A∣ ) =B̄ P (A)
P (A∣B) > P (A) ⟶ P ( ∣ ) >Ā B̄ P ( )Ā
P (A∣B) > P (A∣ ) ⟶B̄ P (A∣B) > P (A)
P (A∣A ∪ B) > P ( ∣A ∪Ā B) ⟶ P (A) > P ( )Ā

P (AB) = P (A)P (B)
P (AB) > P (A)P (B)
P (AB) > P (A)P (B)

P (A) > P ( B)Ā P (A) > 0.5
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2. 根据中心极限定理（CLT）构造标准正态分布：

3. 化简已知不等式：

两边同乘以  以配凑标准正态变量  的分母：

故该概率为 。

3.下列是正确选项的是？

A 若以  水平拒绝原假设，则以  水平必拒绝原假设

B 若以  水平拒绝原假设，则以  水平必接受原假设

C 若以  水平接受原假设，则以  水平必拒绝原假设

D 若以  水平接受原假设，则以  水平必接受原假设

答案

D

解析

利用  值（ ）判定最简便（显著性水平  越小，拒绝域越窄，越难拒绝）：

D项（真）：  水平接受  水平必接受。
A项（假）： 反例：若 ，在  水平拒绝，但在  水平接受。
B项（假）： 反例：若 ，在两个水平下都拒绝。

C项（假）： 由D项可知，  水平接受，  水平必定也是接受。
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4.未回忆

5.判断某个函数是不是谱函数。

要成为一个实平稳随机过程的谱密度函数（常称谱函数），必须同时满足以下 4 个条件：

1. 实函数
2. 偶函数
3. 非负性：
4. 可积性：

二，填空题

1.已知随机变量  满足： 求

 的值。

答案

-1

解析

展开协方差公式：

计算方差：

2.设  且相互独立，则  服从的分布为 。

答案

S(ω) ≥ 0
​S(ω)dω <∫−∞

+∞ ∞

X,Y E(X) = 1, E(Y ) = 0E(X ) =2 E(Y ) =2 4Cov(X,Y ) = 2
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Cov(X + Y ,X − Y ) = Var(X) − Var(Y )

Var(X) = E(X ) −2 [E(X)] =2 4 − 1 =2 3
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解析

定义新变量并证独立：

令 ， 。

计算协方差： 。

因联合正态且不相关，故  与  相互独立。
标准化构造  分布：
将分子分母同时除以标准差  进行标准化：

3.甲、乙两箱各装有 2 个红球和 2 个白球。现从甲箱中任取一球放入乙箱中，再从乙箱中任取一球。设
 分别为从甲、乙箱中取出的红球个数，求相关系数 。

答案

解析

求  的均值和方差

 表示从甲箱（2红2白）中取出的红球数，属于 0-1 变量：

求  的均值和方差

 的概率受  的结果影响，由全概率公式展开：

若 （放红球入乙），乙箱变为 3红2白：
若 （放白球入乙），乙箱变为 2红3白：

联合求出 ：
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同理，  也是参数为  的 0-1 变量：

计算协方差 

因为  只能取 0 或 1，所以  当且仅当  且 ：

计算相关系数 

4.设  且相互独立。问当  时，

答案

解析

要构造自由度为  的  分布，其标准形式应为： ，其中 ，  且

相互独立。

1. 构造分子（标准正态分布 ）：
因 ，标准化得：

2. 构造分母（卡方分布 ）：
因 ，独立平方和构成卡方分布：
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3. 代入  分布公式：

分子分母同时约去 ，并将系数提到最前面：

对比原式，即得 。

5.已知平稳随机过程的功率谱密度为 ，求其平均功率。

答案

解析

平均功率与功率谱密度的关系为：

我们可以利用留数定理来计算这个广义积分 ：

确定复平面上的奇点

令分母为 0：
得到四个孤立奇点（均为一阶极点）： 。

其中位于上半复平面的极点为： 。

计算上半平面的留数

对于 ：

在  处的留数：
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在  处的留数：

计算积分值

根据留数定理，实轴上的积分等于上半平面所有留数之和的  倍：

求平均功率

三，解答题

1.设  独立同分布，均服从区间  上的均匀分布 。

1. 验证  与  均为  的无偏估计。
2. 比较这两个估计量的有效性。

解答

由于 ，其概率密度函数为 ，累积分布函数为 （其中 
）。

本题中样本量 。

一、 验证无偏性

1. 对于最大观测值 

 的概率密度函数为：

计算其数学期望：
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因此：

结论：  是  的无偏估计。

2. 对于最小观测值 

 的概率密度函数为：

计算其数学期望：

令 ，则 ， ：

因此：

结论：  也是  的无偏估计。

二、 比较有效性

有效性通过比较无偏估计量的方差来确定，方差越小越有效。

1. 计算 

首先计算  的二阶矩：

计算方差：

所以：
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2. 计算 

首先计算  的二阶矩（同样利用换元 ）：

计算方差：

So:

显然：

由于  的方差更小，因此  比  更有效。

2.设总体  的概率密度函数为：

其中  为未知参数。  为来自该总体的样本。求  的：

1. 矩估计量
2. 极大似然估计量

解析

1. 矩估计量

矩估计的核心思想是用样本一阶原点矩（样本均值 ）代替总体一阶原点矩（数学期望 ）。

第一步：计算总体数学期望 

令 ，则 ， 。代入积分式中：
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利用伽马函数  以及 ：

第二步：令样本矩等于总体矩

解得  的矩估计量为：

2. 极大似然估计法

第一步：构造似然函数 

第二步：取对数似然函数 

第三步：对  求导并令导数为 0（似然方程）

解该方程：

解得  的极大似然估计量为：

E[X] = ​ 2t ⋅∫
0

∞

e ⋅−t
​ dt =
​2t

θ
​θ ​ t e dt2 ∫

0

∞
​2

1 −t

Γ(s) = ​ t e dt∫0
∞ s−1 −t Γ( ​) =2

3
​ ​2

1 π

E[X] = ​θ ⋅2 Γ ​ =(
2
3) ​θ ⋅2 ​ ​ =

2
1

π θ ​​

2
π

=X̄ θ ​​

2
π

θ

​ =θ̂M ​ =​

π

2
X̄ ​ ⋅​

π

2
​ ​X ​

n

1

i=1

∑
n

i

L(θ)

L(θ) = ​f(x ​; θ) =
i=1

∏
n

i ​ ​e =
i=1

∏
n

(
θ2

x ​i − ​

2θ2
x ​

i
2

) θ ​x ​ e−2n (
i=1

∏
n

i) − ​ ​ x ​

2θ2
1 ∑i=1

n
i
2

lnL(θ)

lnL(θ) = −2n ln θ + ​ lnx ​ −
i=1

∑
n

i ​ ​x ​

2θ2

1

i=1

∑
n

i
2

θ

​ =
dθ

d lnL(θ)
− ​ +
θ

2n
​ ​x ​ =

θ3

1

i=1

∑
n

i
2 0

​ ​x ​ =
θ3

1

i=1

∑
n

i
2

​ ⟹
θ

2n
θ =2

​ ​x ​

2n
1

i=1

∑
n

i
2

θ

​ =θ̂MLE ​​ ​X ​

2n
1

i=1

∑
n

i
2



3.假设检验。给了总体均值和具体数据，要求检验方差。

解析

构造枢轴量：

对给定的 ，检验 是否落入拒绝域。

4.参数估计。估计方差比，只知道两组数据的样本方差，要求给出置信区间、置信上限、置信下限。

解析

5.设随机过程 ，其中  为常数，随机变量  与  相互独立。

 服从区间  上的均匀分布，即 ；

 服从标准柯西分布，其概率密度函数为 。

求该随机过程的均值函数  和协方差函数 。

答案

均值函数：

协方差函数：

解析

一、 求均值函数 

根据定义，利用全期望公式先对  求条件期望（此时将  暂视为常数）：
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由于 ，其密度函数为 ，余弦函数在一个完整周期内的积分恒为 0：

内部期望为 0，外层对  求期望同样为 0，故：

二、 求协方差函数 

由于均值 ，协方差函数等价于互相关函数：

1. 积化和差消去 

利用三角公式将乘积展开：

代入期望中，由于第二项含有 ，在  上积分两圈，对  的期望依然为 0。因此：

2. 引入复数域求解 

令 ，我们需要计算积分：

为了绕开实变函数的死胡同，我们引入虚部 。注意到  是偶函数，而  是奇函

数，奇偶相乘在对称区间上的积分为 0（即其期望为 0）：

所以，我们可以直接将实部与虚部合并为复指数 ：

3. 利用复变函数留数定理手撕积分

将积分延拓到复平面  上，考察函数 ，其孤立奇点为 。
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ϕ ∼ U(0, 2π) ​2π
1

E ​[cos(ξt +ϕ ϕ) ∣ ξ] = ​
cos(ξt +∫

0

2π

ϕ) ⋅ ​ dϕ =
2π
1

0

ξ

m ​(t) =X 0

C (s, t)X

m ​(t) =X 0

C ​(s, t) =X E[X(s)X(t)] = A E[cos(ξs +2 ϕ) cos(ξt + ϕ)]

ϕ

cos(ξs + ϕ) cos(ξt + ϕ) = ​[ cos(ξ(s −
2
1

t)) + cos(ξ(s + t) + 2ϕ)]

2ϕ (0, 2π) ϕ

C ​(s, t) =X ​E[cos(ξ(s −
2
A2

t))]

E[cos(ξ(s − t))]

u = s − t

E[cos(uξ)] = ​ ​ dx∫
−∞

+∞

π(1 + x )2

cos(ux)

i sin(ux) ​

π(1+x )2
1 sin(ux)

iE[sin(uξ)] = i ​ ​ dx =∫
−∞

+∞

π(1 + x )2

sin(ux)
0

eiux

E[cos(uξ)] = E[cos(uξ)] + iE[sin(uξ)] = ​ ​ dx∫
−∞

+∞

π(1 + x )2

eiux

z g(z) = =
π(1+z )2
eiuz

​

π(z+i)(z−i)
eiuz z = ±i



当  时：
在上半平面围成一个包含  的大半圆弧积分围道。根据留数定理，该积分等于奇点  处
的留数乘以 ：

当  时：
同理在下半平面建立围道（包含奇点 ），或者直接根据函数的偶对称性，可得积分结果为

。

综合两段结果，该积分值即为：

6.在一条马路上红车，黄车，绿车分别通过某一路口服从强度为 泊松过程。

（1）求第一辆车到达路口平均时间，求第一辆红车通过路口平均时间
（2）求红车第一个通过路口的概率，求相继两辆红车之间有 辆车通过的概率为？

解析

泊松过程性质如下：

任意长度为  的时段内，事件发生次数具有平稳独立增量性，且 。

总过程按概率  独立分流，各子类别构成强度为  的独立泊松过程。
事件发生的时间间隔序列  独立同分布，且均服从指数分布 。

根据题意，红车、黄车、绿车的通过分别服从强度为 ， ，  的独立泊松过
程。

由性质 3 的逆性质（独立泊松过程的叠加性）可知，马路上所有车流通过的总过程也是一个泊松过程，
其强度为各颜色车流强度之和：

(1) 第一辆车与第一辆红车的平均到达时间

第一辆车到达路口的平均时间：

第一辆车到达代表总车流泊松过程中的第一次事件发生。根据性质 4，事件发生的时间间隔服从指
数分布。因此总车流的第一辆车到达时间 。

其数学期望（平均时间）为：

u ≥ 0
z = i z = i

2πi

Res(g, i) = ​(z −
z→i
lim i) ​ =

π(z + i)(z − i)
eiuz

​

2πi
e−u

​ ​ dx =∫
−∞

+∞

π(1 + x )2

eiux
2πi ⋅ Res(g, i) = 2πi ⋅ ​ =

2πi
e−u

e−u

u < 0
z = −i

eu

E[cos(uξ)] = e =−∣u∣ e−∣s−t∣

3，4，5

k

m ​(t) =N D ​(t) =N λt, C ​(s, t) =N λmin(s, t), R ​(s, t) =N λmin(s, t) + λ st2

t N ∼ P (λt)
p ​i λp ​i

{T ​}n Exp(λ)
λ ​ =r 3 λ ​ =y 4 λ ​ =g 5

λ ​ =total λ ​ +r λ ​ +y λ ​ =g 3 + 4 + 5 = 12

T ​ ∼1 Exp(λ ​ =total 12)



第一辆红车通过路口的平均时间：

单独看红车流，它是一个强度  的泊松过程。第一辆红车到达的时间 
。

其平均时间为：

(2) 红车首先通过的概率与相继两辆红车之间的车流量

红车第一个通过路口的概率：

根据性质 3（竞争与分流性质），任何一辆通过路口的车属于红车的概率，等于红车流强度占总强度
的比例：

相继两辆红车之间有  辆车通过的概率：
我们可以将总车流看作一系列独立的随机试验。每通过一辆车，是红车的概率为 ，不是红车

（黄或绿）的概率为 。

“两辆红车之间有  辆车”意味着：在下一辆红车出现之前，连续出现了  辆非红车，第  辆
车恰好又是红车。

这符合几何分布的模型，其概率为：

7. , , 

验证  为平稳过程。

解析

宽平稳过程完整的判定条件有 3 个：

1. 二阶矩有限（隐藏条件）：对任意 ，均有 （这保证了方差和自相关函数存在且不

为无穷大）。

2. 均值函数为常数： 。

3. 自相关函数只与时间差  有关： 。

E[T ​] =1 ​ =
λ ​total

1
​

12
1

λ ​ =r 3 T ​ ∼1,r Exp(λ ​ =r 3)

E[T ​] =1,r ​ =
λ ​r

1
​

3
1

P (第一辆是红车) = ​ =
λ ​total

λ ​r
​ =

12
3

​

4
1

k

p = ​4
1

1 − p = ​4
3

k k k + 1

P (X = k) = (1 − p) ⋅k p = ​ ⋅(
4
3)

k

​ (k =
4
1

0, 1, 2, … )

X(t) = A cos[ωt + ϕ] E(A) = 2 D(A) = 4

​ ​

ω

ϕ

∼ U(−5, 5)

∼ U(−π,π)

X(t)

t E[X (t)] <2 ∞

m ​(t) =X E[X(t)] = c

τ = ∣s − t∣ R ​(s, t) =X R ​(τ)X



补充：如果是严平稳过程（强平稳），条件则是它的任意  维联合概率密度函数在时间轴上平移后
保持不变。

假设随机变量  之间相互独立。

1. 验证均值函数为常数

因为 ，对  先求条件期望：

所以：

2. 验证自相关函数只与时间差有关

利用积化和差公式展开：

因为  在包含完整周期的区间上对积分贡献为 0，即 ，所以：

因为 ，密度函数为 ，计算关于  的期望：

所以：

自相关函数只与时间差  有关。

3. 检查二阶矩

结论： 满足所有条件，  为宽平稳过程。

n

A,ω,ϕ

m ​(t) =X E[A cos(ωt + ϕ)] = E[A] ⋅ E[cos(ωt + ϕ)]

ϕ ∼ U(−π,π) ϕ
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π

ϕ) ⋅ ​ dϕ =
2π
1

0

m ​(t) =X 2 ⋅ 0 = 0 (常数)
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cos(ωs + ϕ) cos(ωt + ϕ) = ​[ cos(ω(s −
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2ϕ E ​[cos(ω(s +ϕ t) + 2ϕ)] = 0

R ​(s, t) =X 8 ⋅ ​E ​[cos(ω(s −
2
1

ω t))] = 4E ​[cos(ωτ)] (令 τ =ω s − t)

ω ∼ U(−5, 5) ​10
1 ω
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τ = s − t

E[X (t)] =2 R ​(t, t) =X ​ 4 ⋅
τ→0
lim ​ =

5τ
sin(5τ)

4 < ∞

X(t)


